Problemy MK, zestaw G

1. Znaleźć postać operatorów momentu pe_‘ du L̂_1, L̂_2, L̂_3 w układzie sferycznym i pokazać, że

L̂^2 = L̂^2_1 + L̂^2 + L̂^2_3

= −h̄^2 [ 1 sin Θ ∂ ∂Θ ( sin Θ ∂ ∂Θ ) + 1 sin^2 Θ

∂^2 ∂ϕ^2 ]

L̂_± = h̄e^{±iϕ} ( ± ∂ ∂Θ + i cot Θ ∂ ∂ϕ )

2. Udowodnić, że I_1(l) =

∫_1 0 dx(1 − x)^l =

2^ll!

(2l + 1)! . 3. Wykorzystuja_‘c dowód indukcyjny pokazać prawdziwość relacji

(L̂_− h̄ )_{l−m}

|ll >=

(2l)!(l − m)!

(l + m)!

|lm >,

gdzie m < l, m ≥ −l, oraz, że

(L̂_− h̄ ) e^{ilϕ}(sin Θ)^l = e^{i(l−k)ϕ} (sin Θ)^{l−k} d^k d(cos Θ)^k

(sin Θ)^{2l}.

4. Wykorzystuja_‘c wzór Rodriguesa definiuja_‘cy wielomiany Legendre’a

P_n(x) = 1 2^nn!

d^n dx^n

(x^2 − 1)^n =

(−1)^n 2^nn!

d^2 dx^n

(1 − x^2)^n,

znaleźć pierwszych pie_‘ ć wielomianów Legendre’a P_0, ..., P_4. Stowarzyszone funkcje Legendre’a określone sa_‘ na przedziale (-1,1) wzorem

P^m_l (x) = 1 2^ll! ( √ 1 − x^2)^m d^{l+m} dx^{l+m}

(x^2 − 1)^l.

Pokazać, że zwia_‘zek harmonik sferycznych ze stowarzyszonymi funkcjami Legendre’a jest naste_‘ puja_‘cy

Y_{lm}(Θ, ϕ) = (−1)^m 2l + 1 4π (l − m)! (l + m)!

e^{imϕ}P^m_l (cos Θ)

gdzie 0 ≤ m ≤ l.

5. Obliczyć współrze_‘ dna_‘ radialna_‘, odpowiadaja_‘ca_‘ maksymalnej wartości radialnej ge_‘ stości prawdopodobieństwa dla podstawowego stanu atomu wodoru (Ψ_{100} =^1√_{πa30} e^{−r/a0} ) i obliczyć wartość oczekiwana_‘ dla współrze_‘ dnej radialnej w tym stanie.